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Presentazione

A partire dal 2005 il Politecnico di Milano richiede agli studenti che desiderano iscriversi a
Ingegneria un livello minimo di conoscenze che permetta loro, con ragionevole probabilita, il
successo negli studi universitari. Ottenere la sufficienza nel test di ammissione diventa quindi
un prerequisito per sostenere esami e piu in generale prove di valutazione nel Politecnico.
Questa richiesta vuole aiutare lo studente a:

valutare la sua motivazione a intraprendere gli studi di Ingegneria;
e conoscere il livello minimo di conoscenze necessarie per ambire a laurearsi;
e comprendere la necessita di applicarsi, studiare, conoscere, correlare informazioni;

e avere successo negli studi e nella sua futura vita lavorativa

nella certezza che il mercato del lavoro privilegia i nostri Ingegneri, che si sono sempre distinti
per capacita e preparazione.
Il test & aperto agli studenti a partire dal quarto anno di scuola secondaria, puo essere ripetuto
piu volte e, una volta superato, da il diritto allo studente di iscriversi al corso di laurea che piu
desidera.
11 test & ampiamente descritto nella sezione dedicata ad “Orientamento e Test” nel nostro sito
web (http://www.polimi.it) che comprende anche un percorso preliminare utile per autovalutare
il proprio grado di preparazione.
11 test & diviso in quattro sezioni: 'inglese, la logica — matematica — statistica, la comprensione
verbale, la fisica. Alla matematica, spesso determinante per il raggiungimento della sufficienza,
¢ dedicato questo libro che si propone di aiutare lo studente nel comprendere quale sia il suo
livello di preparazione, a diagnosticare le sue eventuali lacune, a migliorare la sua preparazione.
In definitiva ritengo questo libro un aiuto importante per i tanti studenti intenzionati
ad intraprendere gli studi nel nostro Ateneo e, forse, anche per i loro insegnanti che stanno
preparando i loro allievi ad entrare in universita col desiderio di assistere al loro successo.

Giulio Ballio
Rettore del Politecnico di Milano






Agli studenti

Questo volume é rivolto a tutti coloro che si accingono a sostenere il Test di ammissione (PO-
LITEST) alle Facolta di Ingegneria del Politecnico di Milano. Il Test, introdotto vent’anni fa
al Politecnico, & obbligatorio per l'iscrizione e si € ormai affermato come strumento che serve ad
orientare consapevolmente lo studente nelle proprie scelte. Ma il Test mira anche a verificare se
le conoscenze di base in ambito “matematico” che ha lo studente siano sufficientemente solide da
permettergli di seguire con profitto i corsi universitari del primo anno, requisito necessario per
poi affrontare con successo gli impegnativi studi in ingegneria. Per realizzare questo obbiettivo,
abbiamo qui raccolto 130 quesiti di matematica, parte dei quali effettivamente assegnati in
test degli anni passati, suddividendoli per argomento e corredandoli di uno svolgimento com-
pleto, con commenti e suggerimenti. Il nostro intendimento € che questa raccolta serva allo
studente come strumento per autovalutare il livello delle proprie conoscenze, e come guida per
individuare quali concetti gli occorra (ri)studiare o approfondire su un libro di testo. Qualora
lo studente si accorga di avere difetti di preparazione o lacune su qualche argomento, non si
illuda di poter sostituire lo studio sistematico con un mero allenamento manuale su esercizi!

Un elenco dettagliato di conoscenze minime di matematica, da considerarsi prerequisiti
indispensabili per chi intende iscriversi ad Ingegneria, e riportato a pag. xi. I quesiti della
sezione “Logica, Matematica, Statistica” del POLITEST vertono appunto su tali conoscenze.
Per trarre il massimo beneficio da questo libro, puo essere utile per lo studente tenere conto
delle indicazioni seguenti.

Suggerimenti di metodo per affrontare i quesiti

1. Avere sempre carta e penna a portata, e usarle (si ricordi invece che durante il test non ¢
consentito 'uso di calcolatrice né la consultazione di libri). Anche se la domanda & formulata in
modo discorsivo, rispondere richiede un ragionamento che talvolta si basa su calcoli, o comunque
su deduzioni che ¢ meglio fissare nero su bianco.

2. Leggere attentamente il testo del quesito e le 5 risposte ad esso associate (di cui una sola
¢ quella esatta). Ricordare che ogni parola del testo ¢ un’informazione essenziale che serve a
trovare la risposta giusta.

3. Cercare di classificare il quesito che si legge: su che argomento, generale e particolare,
verte? Questo e utile per due motivi. Anzitutto, delineare 'argomento € il primo modo per
circoscrivere e richiamare alla mente gli strumenti che possono intervenire nella risposta, se si
¢ studiato in modo ordinato. (Ad esempio: se si classifica la domanda come “trigonometria,
applicazioni geometriche” il passo successivo puo consistere nel chiedersi: quali sono i fatti o
i teoremi principali studiati, che riguardano le applicazioni geometriche della trigonometria?).
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viii AGLI STUDENTI

Inoltre, se lo studente non sa rispondere, deve almeno capire quale argomento non ha chiaro e
dovra studiare!

4. Tenere conto che una sola delle risposte ¢ giusta. Questo puo portare ad escludere certe
risposte per motivi puramente logici: se la risposta A implica la risposta B, la A non puo essere
la risposta giusta (altrimenti ce ne sarebbero due giuste!). Oppure addirittura, in certi casi, puo
far individuare indirettamete la risposta esatta: se riesco a far vedere che quattro risposte sono
sbagliate (di solito, attraverso opportuni controesempi), quella che rimane & per forza giustal

5. Imparare a gestire il fattore tempo. In un test il tempo totale a disposizione ¢ limitato;
indicativamente il tempo medio per svolgere un singolo quesito va dai 2 ai 4 minuti, comprensivi
della sua lettura. Lo studente si deve abituare ad eseguire i calcoli con rapidita e a scegliere
di conseguenza i procedimenti opportuni (talvolta ragionare su un disegno o attraverso un
diagramma fa risparmiare tempo e fatica).

6. Nel cercare la risposta esatta, conviene di solito privilegiare il “ragionamento aperto”
rispetto alla scelta tra opzioni predefinite. Questo significa: ogni volta che le risposte sono
precedute da una domanda esplicita, cercare anzitutto di rispondere per proprio conto alla
domanda; quindi cercare la propria risposta tra le opzioni offerte. Talvolta tra le opzioni ce ne
sono alcune molto simili: la loro lettura attenta puo far capire che esiste un problema delicato
di cui non si era tenuto conto, e indurre al ripensamento. In ogni caso, evitare di cambiare idea
in modo puramente istintivo: se il primo ragionamento svolto autonomamente aveva condotto
a scegliere la risposta A, solo un altro ragionamento puo far scegliere la risposta B, non il fatto
che “suona meglio”!

Suggerimenti di metodo per affrontare lo studio.
Una volta chiaro quali sono gli argomenti attinenti al test su cui non si & abbastanza preparati,
come affrontare lo studio relativo?

1. Con una certa sistematicita. Come gia detto, per rispondere ai quesiti non si puo
studiare sui quesiti: occorre studiare su una presentazione ordinata e sistematica della materia.
Le varianti con cui si presentano gli esercizi sono praticamente infinite, quindi ¢ indispensabile
la padronanza dei concetti.

2. Con spirito critico, ossia cercando la comprensione e il ragionamento, piuttosto che
casistiche da imparare a memoria: queste non bastano mai, e si dimenticano in fretta.

3. Cercando la sintesi. La sintesi non ¢ nemica della profondita e della sistematicita dello
studio, ma ne & il punto d’arrivo, consapevolmente ricercato. Questo tipo di sintesi & possibile se
lo studio e fatto in maniera critica, diventa impossibile se lo studio € mnemonico e superficiale.

4. Con esercizi mirati. In questo lavoro lo studente non avra tempo di svolgere, su ciascun
argomento toccato, tanti esercizi quanti era abituato dalla scuola. Gli esercizi svolti saranno
necessariamente in numero limitato, devono pero essere scelti in maniera mirata (in modo da
“coprire” ogni argomento) e affrontati nello spirito giusto: ancora una volta, non si impara a
fare esercizi a forza di fare esercizi! La comprensione del come si fa discende dallo studio della
teoria e di esempi significativi, e deve precedere la fase in cui lo studente affronta gli esercizi



veri e propri. Questo ¢ il metodo che lo studente vedra usare in universita, ed € lo stesso che
deve utilizzare per prepararsi ad entrarvi.

5. Su testi adeguati. Difficilmente i libri di scuola sono adatti allo scopo, e il motivo non e
la loro qualita, ma il loro stesso obiettivo: i testi scolastici sono pensati per accompagnare lo
studente nello studio della matematica nell’arco di anni, con estrema gradualita e molto eser-
cizio, e inevitabilmente privilegiano la casistica sistematica alla sintesi critica. Lo studente che
nell’arco di qualche mese (o settimanal) vuole fare un serio lavoro di ripasso e consolidamento
dei prerequisiti, ha bisogno di una presentazione critica ma essenziale, che faccia leva sulla com-
prensione profonda delle idee fondamentali, e lasci alla riflessione dello studente e all’esercizio,
criticamente svolto (v. sopra), lo sviluppo e l'illustrazione delle varie conseguenze. Testi di
questo genere sono solitamente scritti in ambito universitario, e rivolti alle “matricole” o agli
studenti degli ultimi anni di scuola superiore.

GLI AUTORI

Milano, marzo 2006






Conoscenze minime richieste

ARITMETICA. Scomporre un numero intero in fattori primi. Rappresentare un numero
intero in base diversa dalla decimale. Conoscere la differenza tra numeri razionali e
irrazionali. Eseguire calcoli con i numeri periodici e con le frazioni. Riconoscere se due
frazioni sono equivalenti e saperle confrontare. Operare con disuguaglianze. Conoscere le
proprieta e saper eseguire calcoli con le potenze e le radici. Saper usare le usuali regole
dell’arrotondamento sui numeri decimali ed eseguire stime dei risultati di calcoli numerici.
Calcolare percentuali.

ALGEBRA. Operare con espressioni algebriche o razionali fratte, numeriche o letterali. Tra-
sformare un’espressione in un’altra equivalente. Sapere sommare, moltiplicare, dividere,
fattorizzare polinomi. Trovare il massimo comune divisore e il minimo comune multiplo
di polinomi. Conoscere e saper utilizzare la relazione tra fattorizzazione di un polinomio
e ricerca delle sue radici. Semplificare o trasformare in una equivalente un’equazione o
una disequazione. Risolvere equazioni e disequazioni algebriche di primo e secondo grado,
razionali fratte e con radicali. Riconoscere la risolubilita di equazioni e disequazioni in
casi particolari. Risolvere sistemi algebrici di primo e di secondo grado. Saper operare
con valori assoluti di numeri o di espressioni algebriche.

FUNZIONI. Conoscere la definizione, 'andamento grafico e le principali proprieta delle
funzioni fondamentali (potenze, esponenziali, logaritmi, seno, coseno, ecc.). Risolvere
equazioni e disequazioni esponenziali, logaritmiche, trigonometriche.

GEOMETRIA. Conoscere i concetti fondamentali della geometria sintetica del piano e dello
spazio (parallelismo, ortogonalita, similitudine, poligoni e poliedri, circonferenza e cerchio,
sfera, ecc.). Saper realizzare costruzioni geometriche elementari. Calcolare perimetri,
aree, volumi di figure elementari nel piano e nello spazio. Conoscere le nozioni fonda-
mentali della geometria analitica del piano e dello spazio. Interpretare geometricamente
equazioni e sistemi algebrici di primo e di secondo grado. Conoscere le equazioni o dise-
quazioni che definiscono semplici luoghi geometrici (circonferenza, cerchio, ellisse, parabo-
la, iperbole, sfera, ecc.). Sapere tradurre analiticamente semplici proprietad e problemi
geometrici.

LOGICA. Saper operare con gli insiemi. Riconoscere ipotesi e tesi di un teorema. Riconoscere
se una data condizione & necessaria o sufficiente. Usare propriamente locuzioni della
lingua italiana con valenza logica (se ... allora ...; per ogni ...; esiste almeno un ...; ecc.).
Analizzare la correttezza di una deduzione individuando eventuali errori di ragionamento.
Sapere negare una proposizione e comprendere un ragionamento per assurdo.

STATISTICA. Risolvere semplici problemi di conteggio (permutazioni, combinazioni, ecc.).
Calcolare media, varianza, frequenze relative ed assolute di un assegnato insieme di

xi



xii CONOSCENZE MINIME RICHIESTE

dati. Sapere tradurre percentuali in frequenze relative, e viceversa. Saper interpretare
diagrammi di frequenze ed istogrammi.

TRIGONOMETRIA. Convertire le misure degli angoli dai gradi ai radianti e viceversa.
Conoscere le relazioni fra gli elementi (lati, angoli) di un triangolo. Conoscere e saper
utilizzare le principali formule trigonometriche per risolvere semplici problemi geometrici.



Lista di simboli

Per rendere piu chiara ed immediata la lettura, il testo dei quesiti ¢ stato evidenziato median-
te un riquadro grigio ed ogni svolgimento e stato strutturato in parti distinte, segnalate dai
seguenti contrassegni:

@  classificazione del quesito per argomento generale/particolare: questa classificazione &
cio che lo studente deve fare per prima cosa, dopo aver letto il testo del quesito

Q  soluzione del quesito

I (eventuali) commenti ed osservazioni

‘I‘ puntualizzazione per lo studio: si mettono in evidenza le conoscenze o le tecniche speci-
fiche che sono state utilizzate nella soluzione

xiil






Capitolo 1

Aritmetica

1. La somma 2! + 2!% & uguale a
A 930
B. 916
€, 4

D. un numero irrazionale

E. 430
Aritmetica; numeri interi; potenze. @
Si ha &

215+215 — 92 % 215 — 216

La risposta esatta ¢ la B.

La proprieta delle potenze che si & usata (e che si studia a scuola) riguarda il prodotto <=1
di due potenze di uguale base (a™a™ = a™"); non c¢’¢ invece nessuna proprieta per la
somma a™ + a™ (e non la si studia proprio perché non c¢’¢). Le risposte errate A, C ed E
riflettono vari errori di calcolo, basati proprio su presunte proprieta per la somma. Infine,
la risposta D & chiaramente assurda perché 2'° & certamente un intero e quindi lo & anche

215 + 215_

Proprieta delle potenze.




CAPITOLO 1

2. Si considerino i seguenti numeri
91 100 231 440 1003
Quanti di essi sono numeri primi?
A. Nessuno
B. Uno
C. Due
D. Tre

E. Quattro

Aritmetica; numeri interi; numeri primi.

I numeri 100 e 440 non sono primi perché pari (divisibili per 2).

I numero 231 non & primo perché ¢ divisibile per 3 (si ricordi il criterio di divisibilita per
3: “se la somma delle cifre di un numero ¢ divisibile per 3, il numero ¢ divisibile per 3”;
nel nostro caso 24+ 3+ 1 = 6 ¢ divisibile per 3, quindi lo ¢ anche 231).

Il numero 91 & primo? Ricordiamo che, in generale, per decidere se n & primo occorre
verificare che non sia divisibile per nessun numero primo < /n. Osserviamo poi che per
i criteri di divisibilita, 91 non e divisibile per 2,3, 5; & divisibile per 77 Si, perché

91=70+21=7Tx10+7x3=7x13

Il numero 1003 ¢ primo? I criteri di divisibilita dicono che non ¢ divisibile per 2, 3,5, 11.
Per essere certi che sia primo, dobbiamo verificare che non sia divisibile per nessun numero
primo < /1003, ossia (oltre a quelli gia elencati), per

7,13,17,19, 23,29, 31
Carta, penna e pazienza ci dicono che

1003 diviso 7 da 143 e resto 2;
1003 diviso 13 da 77 e resto 2;
1003 diviso 17 da 59 e resto 0

Dunque 1003 = 17 x 59, e neanche 1003 ¢ primo. Quindi la risposta esatta ¢ la A.

Ricerca dei fattori primi di un intero; criteri di divisibilita.




ARITMETICA 3

3. Nel sistema di numerazione ternaria le tre sole cifre usate sono 0, 1 e 2. Quindi, ad
esempio, si hanno le uguaglianze seguenti (nelle quali il numero in basso ricorda la
base):

010=03, lio=13, 210=23, 310=105, 41o=113, 510=123
eccetera. Quale dei seguenti numeri ¢ 912y, in forma ternaria?
A. 121015
B. 20121,
C. 10202105
D. 2102124

E. 10101015

Aritmetica; numeri interi; rappresentazione di un numero intero in base 3. @

Bisogna sapere che se un numero intero positivo e rappresentato in base 3 dalla sequenza &
di (diciamo) k + 1 cifre
Qg p—1... A2 A1 Ag

dove ogni cifra vale 0, 1 o 2, allora la sua rappresentazione in base 10 sara data da
ap X 3F+ap 1 x3F 4+ Hayx3P4a; x3 +agx3°

Per identificare la risposta corretta si puo allora procedere tramite controllo diretto: ad
esempio il numero 121013 della risposta A ¢ formato da 5 cifre e quindi corrisponde a

Ix3'+2x3+1x324+0x3'4+1x3"°=81+544+940+1 =145

Il fatto che il valore 145 sia piuttosto lontano da 912 suggerisce a questo punto che la
risposta corretta sara probabilmente data da una delle due rappresentazioni piu lunghe
(la C o la E). Per la C si trova

Ix35+0x35+2x3'+0x33+2x32+1x3'+0x3°=720+162+ 18 +3 =912y

per cui la risposta esatta ¢ la C.

Rappresentazione di un numero intero in base diversa da quella decimale. \T’




CAPITOLO 1

Siano a e b due interi positivi tali che il loro prodotto ab sia multiplo di 10. Allora
A. a e b sono entrambi pari

B. a e b sono entrambi multipli di 10

C. a ¢ multiplo di 10 oppure b ¢ multiplo di 10

D. a ¢ pari e b ¢ multiplo di 5
E

. @ ¢ pari oppure b ¢ pari

Aritmetica; numeri interi.

11 testo dice che il prodotto ab puo essere uguale a 10,20, 30, ... e che a e b sono interi
positivi, cioe possono assumere i valori 1,2,3, ... Basta considerare il caso ab = 10 ed
esplicitare in una tabella i valori corrispondenti di a e di b per constatare che le risposte
A, B, C e D sono false.

a=| 1 2 | 5 |10
b= 10 5 2 1
4 4 4

A e B false C falsa D falsa

Per esclusione la risposta esatta ¢ la E.

Abbiamo individuato indirettamente la risposta esatta mostrando che 4 delle 5 risposte
sono false. Volendo invece fare un ragionamento diretto, si pud procedere cosi.

Il punto di partenza ¢ la seguente proprieta dei numeri primi:
“Se un numero primo p divide ab, allora p divide a oppure divide b”

(per inciso facciamo notare che tale proprieta non vale se p non ¢ primo: ad esempio, il
numero p = 6 divide 4 x 9 = 36, ma non divide né a =4 né b =9).

Poiché 10 = 2 x 5 e ab ¢ multiplo di 10, in particolare ab ¢ multiplo sia di 2 che di 5, che
sono numeri primi. Percio si puo concludere che

2 divide @ oppure divide b, e inoltre 5 divide a oppure divide b.

Leggendo ora le risposte, si vede che I'unica ad essere conseguenza di questa affermazione
¢ la E (se 2 divide a o b, allora a ¢ pari oppure b ¢ pari).

Scomposizione di un numero intero in fattori primi, numeri primi e divisibilita.




ARITMETICA 5

Se una certa operazione sugli elementi di un insieme ha come risultato un elemento
dell’insieme si usa dire che tale insieme ¢ chiuso rispetto a questa operazione.
L’insieme X dei quadrati degli interi positivi

X ={1,4,9,16,...}
e chiuso rispetto
A. all’addizione
. alla moltiplicazione
. alla divisione

. all’estrazione di radice quadrata

/= 9 Q W

. a nessuna operazione

Aritmetica; numeri interi; potenze. @

Linsieme X & costituito dai numeri n2, al variare di n tra gli interi positivi. Presi due &
7

generici numeri di X, n? e m?, si vede subito che

n*m? = (nm)*

ossia: il prodotto di due elementi di X ¢ un elemento di X. Dunque la risposta B ¢ esatta.

Osserviamo che, viceversa, =1

la somma o il quoziente di due quadrati in generale non & un quadrato (es. 22 4 3% = 13
non & un quadrato, e 22/3* = 4/9 non ¢ neppure un intero);

la radice di un quadrato in generale non ¢ un quadrato (es. v/22 = 2 non ¢ un quadrato).

L

Proprieta delle potenze.




L

CAPITOLO 1

Quale delle seguenti affermazioni ¢ vera?

A. Se x & un numero irrazionale, anche 22 lo ¢

B. Se z ¢ un numero razionale, anche z + 7 lo e

C. Se x & un numero irrazionale, allora 72 + 7 non puo essere intero
D. Se z ¢ un numero irrazionale, allora x/2 pud essere razionale

E. Se z & un numero irrazionale, allora x + 7 puo essere intero

Aritmetica; numeri razionali e irrazionali.

La A ¢ falsa: ad esempio, x = /2 & irrazionale, ma x? = 2 & intero (e quindi razionale).
La B e falsa: ad esempio, x = 0 & razionale, ma x + 7 = 0+ 7 = 7 & irrazionale.

La C ¢ falsa: ad esempio, se © = /4 — 7, o ¢ irrazionale, ma 2> + 7 =4 —7+7 =4 ¢
intero.

La D ¢ falsa: se /2 ¢ razionale, anche x (che ¢ il suo doppio) ¢ razionale; percio, viceversa,
se z ¢ irrazionale allora x/2 non puo essere razionale.

La E e vera: ad esempio, x = —m & irrazionale, eppure x + 7 = —7m + 7 = 0 ¢ intero.

Percio la risposta esatta ¢ la E.

L’insieme di tutti i numeri razionali costituisce un campo, quindi eseguendo somme, dif-
ferenze, prodotti e quozienti sui numeri razionali, otteniamo ancora numeri razionali. Lo
stesso vale per i numeri reali. Invece i numeri irrazionali sono quei numeri reali che non
sono ragzionali: questo insieme numerico non ¢ un campo, percio non ¢ chiuso rispetto
alle operazioni aritmetiche (v. quesito n° 5). E questo il motivo per cui, di fronte alle
affermazioni proposte in questa domanda, dobbiamo anzitutto diffidare e cercare un con-
troesempio. Il controesempio, per le quattro risposte errate, ¢ molto facile da trovare,
tranne forse per la C. In quel caso, il modo naturale di ragionare eé:

“Per mostrare che la frase C ¢ falsa, devo far si che sia 22 + 7 = n con n intero, ossia

?2=n-—7"

Dovremo allora scegliere un intero n > 7 (perché 22 > 0), ad es. n = 4, e poi porre
x = /4 — m. Questo numero ¢ effettivamente irrazionale perché, se fosse razionale, anche
il suo quadrato 22 = 4 — 7 lo sarebbe, e quindi lo sarebbe 7, assurdo.

Operazioni aritmetiche sui numert razionali e irrazionali; irrazionalita di 7.




ARITMETICA 7

7. Indicato con n un qualunque intero, ’espressione
(2" 4 2+1)?
¢ uguale a
A 9 x4
B. 9in+2
Q. 44n+2

D 22n2+2n

E. 9 x 27°

Aritmetica; numeri interi, potenze. @

Trasformiamo 'espressione assegnata usando le proprieta delle potenze &
(2" + 22 = (2 +2x 2 = (142) x 27)° = (3x 2P =9 x 22" =9 x 4"

Dunque la risposta esatta ¢ la A.

La domanda afferma che per qualunque intero n I'espressione (2" + 2”“)2 e sempre uguale =1
a una (e una sola) delle espressioni riportate nelle risposte, quindi per trovare le risposte
sbagliate si puo anche scegliere un valore di n a piacimento (magari piccolo, per fare
conti semplici) e sostituirlo nelle varie espressioni: ne segue che le risposte che danno
un risultato diverso da quello della domanda sono certamente errate. Ad es., per n = 1
Pespressione (2" 4 2"11)* & uguale a (24 22)* = 36, mentre la B da 2° = 64, la C
45 = 4096, la D 2* = 16 e infine la E 9 x 2 = 18. Dunque, per esclusione, la A ¢ esatta
(controlliamo: 9 x 4 = 36). Si tenga presente, tuttavia, che questo tipo di ragionamento
permette di individuare con sicurezza solo le risposte sbagliate. Ad esempio, per n = 0
Pespressione (2" + 2”“)2 da 9, e anche A ed E danno 9 (mentre B, C e D danno risultati
diversi), e questo fa concludere solamente che la risposta esatta sara la A oppure la E; a
questo punto, per escludere una delle due, bisogna provare con un altro valore di n.

L

Proprieta delle potenze.




CAPITOLO 1

1\%0
8. La meta di <§> ¢ uguale a

x0)

(1)

Aritmetica; frazioni, potenze.

1\
La meta di (§> ¢ uguale a

N |
X
7N
N |
~

ot
o
I
RS
N | —
~~
j23
=

quindi la risposta D ¢ esatta.

Controlliamo rapidamente che le altre risposte affermano qualcosa di diverso. Per B e C
¢ evidente, perché forniscono delle potenze di 1/2 con esponente diverso da 51. La A da

G- (@) -0
(-6 6

quindi anche queste sono errate.

mentre la E da

Proprieta delle potenze.




ARITMETICA 9

9. Qual ¢ il piu piccolo tra i seguenti numeri?
A. 2710
B. 1072

C. —

Aritmetica; frazioni, potenze, confronti numerici. @

Il modo in cui sono scritti i numeri suggerisce di riportarli tutti alla forma 1/n (con n &€
intero), e poi confrontare i denominatori: a parita di numeratore, la frazione pin piccola
¢ quella con il denominatore piu grande.
Indicando allora con a, b, ¢, d, e i numeri proposti dalle risposte A, B, C, D ed E, rispetti-
vamente, si ha
1 1 1 1 1

a=— b=— c=—— d=— e=—
210 100 2000 20 500
Si vede subito che tra gli ultimi quattro numeri il pit piccolo & ¢ (perché 2000 ¢ maggiore
di 20, 100 e 500).

Rimane da confrontare a con ¢, cioe 2'° con 2000. Poiché 210 = 1024 < 2000, il numero ¢
e il pitt piccolo. Percio la risposta esatta e la C.

Confronto tra frazioni; proprieta delle potenze. \I‘




10
10. Siano
Allora
A. _l < _l
x Yy

C. —2% < —1?
D.z+y<+v10

B.y<zx

Aritmetica; radicali.

CAPITOLO 1

8+V9 y=19+V8

I numeri x ed y sono positivi (e diversi tra loro). Quindi la risposta A & equivalente a
y > x. D’altro canto la risposta E afferma y < x, percio una di queste due risposte &
necessariamente vera, e per rispondere ¢ sufficiente capire qual ¢ il maggiore tra i due
numeri z ed y. Sono equivalenti le disuguaglianze

x
8+3

<
<
<
<

2

Y

e ossia 8+vV9<9+V8
9+ 2v2

22 che ¢ vera

Percio anche © < y & vera, e la risposta esatta e la A.

Proprieta dei radicali e delle disequaglianze.




ARITMETICA 11

11.

I1 15 dicembre 2001 un maglione costava 180000£. II 15 gennaio 2002 lo stesso
maglione veniva venduto al prezzo di 100€. Ricordando che 1€ = 1936,27.£, si
conclude che il prezzo del maglione ¢

A. aumentato piu del 10%

B. aumentato pit del 5%, ma meno del 10%
C. aumentato meno del 5%

D. rimasto invariato

E. diminuito almeno del 5%

Aritmetica; percentuali. RO

1l prezzo in lire & passato da 180000 a 193627, quindi & aumentato di 13627£. Poiché il &
10% di 180 000 & 18 000, e quindi il 5% di 180000 & 9000, 'aumento ¢ compreso tra il 5%
e il 10%. Quindi la risposta esatta & la B.

Notiamo che, dovendo fare il calcolo senza calcolatrice, ed essendo il prezzo di partenza 1
una cifra tonda, non conviene chiedersi “quale percentuale di 180000 e 136277”, ma
viceversa chiedersi quanto sono il 10% e il 5% di 180000, e confrontare queste cifre con
I'incremento effettivo.

Calcolo di percentuali. \I‘

12.

Se a e b sono due numeri interi positivi tali che 3a = 2b, quale delle seguenti deduzioni
¢ corretta?

A. a+ b e multiplo di 5

B. a + b e dispari

C. ab & pari ma non e multiplo di 4
D. a oppure b ¢ dispari
E

. a e b sono pari
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CAPITOLO 1

Aritmetica; numeri interi.

L'uguaglianza 3a = 2b equivale ad a/b = 2/3, il che & possibile se e solo se il numeratore a
e il denominatore b sono multipli di 2 e 3, rispettivamente. Se esplicitiamo in una tabella
i possibili valori di a e di b, constatiamo subito che le risposte B, C, D ed E sono false.

a=| 2 | 4 6] 8 |--|
b=1] 3 | 6 o 12 |
I % %

E falsa B e D false C falsa

Per esclusione la risposta esatta ¢ la A.

Analogamente a quanto fatto nel quesito n° 4, mostriamo ora che la A e esatta facendo
un ragionamento diretto.

L’'uguaglianza 3a = 20 implica che 3 divide 20 e 2 divide 3a. Ma vale la proprieta
“Se un numero primo p divide ab, allora p divide a oppure divide b”

Quindi

poiché 3 ¢ primo, divide 2b e non divide 2, si deduce che 3 divide b;
poiché 2 & primo, divide 3a e non divide 3, si deduce che 2 divide a.

Possiamo allora affermare che

b = 3k per qualche intero positivo k, e
a = 2h per qualche intero positivo h

Ma allora il fatto che 3a = 2b implica che 3 x 2h = 2 x 3k, da cui h = k. In definitiva
possiamo dire che, per un certo intero positivo k, si ha

b= 3k e a =2k
Cosa se ne puo dedurre, con riferimento alle cinque risposte? Sicuramente la A:
a+b=2k+3k=(2+3)k =5k

percio a + b e multiplo di 5.

Scomposizione di un numero intero in fattori primi, numeri primi e divisibilita.




ARITMETICA

13

13. La somma dei reciproci di due numeri interi positivi € uguale ad uno. Allora la somma
dei due numeri e

A.

B.

C
D.
E

uguale alla loro differenza

negativa

. uguale al loro prodotto

nulla

. uguale ad uno

Aritmetica; numeri interi.

I reciproco di un numero a non nullo ¢ 1/a.

positivi, sappiamo che

1 1

Detti allora n ed m i due numeri interi €

=1

n m

Un attimo di riflessione mostra che questo & possibile solo se n = m = 2. (Infatti se n
oppure m vale 1, la somma dei reciproci supera 1; dunque n ed m sono > 2, per cui la
somma dei loro reciproci & < 1/2+1/2 =1, e pud valere 1 solo se n =m = 2.)

Esaminiamo ora le risposte sapendo che si riferiscono a n = m = 2. La somma dei due
numeri ¢ 4, e le risposte affermano

A.4=2-2=0 falso;

B. 4 < 0 falso;
C. 4 =2 x 2 vero;
D. 4 =0 falso;
E. 4 =1 falso.

La risposta esatta ¢ quindi la C.

Numeri interi; disuguaglianze su frazioni.




14 CAPITOLO 1

14. Sia
z = ¢/0,00008
Allora
A xz=0,2

B. 0,04 <z < 0,05
C.z=0,02
D.z <1072

E. 0,09 <z <0,1

Aritmetica; radicali, confronti numerici.

Per eseguire un calcolo (approssimato) senza usare la calcolatrice, utilizziamo le proprieta
di potenze e radici, al modo seguente

z = {/0,00008 = V/80 x 10=6 = v/80 x 1072

Ora, il numero 80 non & un cubo perfetto, ma si vede subito che v/80 & compresa fra 4 e
5 perché 43 = 64 e 5% = 125. Pertanto x sara compreso fra 4 x 1072 e 5 x 1072, che ¢ la
risposta B.

La troppa fretta o la disattenzione potrebbe indurre a segnare erroneamente come risposta
esatta la C: infatti (0, ()2)3 = 0,000008 e c’e il rischio di confondere questo numero con
0,00008.

Proprieta delle potenze ad esponente razionale (uguaglianze e disuguaglianze).




ARITMETICA 15

15. L’ordinamento corretto fra i numeri 2°9°, 5390 ¢ 1000 &
A, 9500 ~ 5300 _ 1100
B. 5300 ~ 9500 _ 10100
C. 10100 < 5300 _ 9500
D. 10100 < 9500 _ 5300

E. 5300 < 10100 < 2500

Aritmetica; potenze, confronti numerici. @

I tre numeri dati sono enormi, percio non e possibile stabilirne I'ordinamento calcolandoli &
esplicitamente. L’idea ¢ riscrivere i tre numeri come potenze con basi diverse ma esponente
uguale, e poi confrontare le basi: a parita di esponente, la potenza piu grande e quella
con base piu grande (se le basi sono maggiori di 1). Siccome 'esponente pitt basso ¢ 100,
scegliamo questo come esponente comune: allora, per le proprieta delle potenze,

9500 _ (25>100:321007
5300 _ (53>100:125100

e, poiché 10 < 32 < 125, si ha anche 10'%0 < 32100 < 125100 oggia 10100 < 2590 < 5300,
Quindi la risposta esatta e la D.

In linea di principio il confronto dei tre numeri si poteva anche fare trasformandoli in <21
potenze con basi uguali ma esponente differente, e poi confrontando gli esponenti. Se
pero lo studente ci prova, capira subito che nel nostro caso i conti sono troppo complicati,

e quindi che questa non e certo la strada giusta ...

Proprieta delle potenze.
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16.

CAPITOLO 1

Sia
a = 20"

Allora si ha

A 102 < a < 1013
B. 108 < a < 10
C. 10 <a < 10%
D. 10% < a < 106

E. 10" < a < 107

Aritmetica; potenze, confronti numerici.

Per confrontare il numero 20! con opportune potenze di 10, conviene riscriverlo cosi
201 = (2 x 10)" = 21 x 10" = 2048 x 10! = 2,048 x 10° x 10™ = 2,048 x 10

Percio la risposta esatta ¢ la C.

Proprieta delle potenze.




17.

Capitolo 2

Algebra

Se un polinomio P(z) ¢ divisibile per #2 — 4, allora
A. 2 e —2 sono certamente radici di P(x)

B. 2 non ¢ una radice di P(z)

C. —2 non ¢ una radice di P(z)

D. v/2 e —V/2 sono certamente radici di P(x)

E. P(z) non ha radici reali

Algebra; polinomi. @

Per definizione di quoziente e resto nella divisione di polinomi, il testo della domanda &
significa che

P(z)=(2"-4)Q(x)
dove Q (z) ¢ il quoziente nella divisione e il resto ¢ nullo. Poiché 2 e —2 annullano il
polinomio #? — 4, e quindi il secondo membro dellidentitd precedente, devono annullare

anche il primo, ossia: 2 e —2 sono certamente radici di P(x). Percid la risposta esatta e
la A.

Divisione tra polinomi, radici di un polinomio. 'I‘

17
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CAPITOLO 2

18. Sia z < 2. Allora l’espressione

. ¢ uguale a 4x — 8
. ¢ uguale a 2x — 4
. non ¢ definita

. e uguale a 4 — 2z

H O Q W =

. ¢ uguale a 8 — 4z

Algebra; calcolo letterale, radicali.

Un’occhiata veloce alle risposte mostra che si chiede di semplificare il radicale /4 (z — 2)2.

Occorre ricordare che in generale, detto a un generico numero reale, si ha va? = |a| (e
non va? = a né tantomeno va? = +a, perché a pud essere anche negativo e nell’ambito
dei numeri reali il simbolo /- indica sempre un numero positivo o nullo). In questo caso
¢a=2(x—2), percio \/4 (z — 2)* = 2|z — 2|. A sua volta, 'informazione = < 2 implica
2|z — 2| =2(2—x) =4 — 2x. Percio la risposta giusta ¢ la D.

Leggiamo le altre risposte: A, B ed E, corrispondono a qualche errore di calcolo o di
ragionamento sul valore assoluto; la C deve spingerci a chiederci: siamo sicuri che l'e-
spressione di partenza sia definita? La risposta e: si, perché il radicando 4 (z — 2)27
essendo un quadrato, sicuramente non e negativo.

Definizione di radice quadrata nel campo reale, da cui seque la relazione vVa? = |al.
Definizione di valore assoluto e discussione del valore assoluto di un’espressione algebrica.




ALGEBRA 19

19. Il massimo comune divisore tra i polinomi

P(z)=a-2* Qz)=2—2:+2 R(z)=2°—=z
&
A 22(z—1)°
B. x
C. z?

D. (22— 1) (23 — 2?)

E.z?—z

Algebra; polinomi. @

Fattorizziamo ciascun polinomio

P(xr) = 2*(x—1)
z (2® — 2z +1) =z(x—1)°
R(z) = .’L'(:L'Q—l) =z(x—1)(x+1)

o
S
I

Confrontando le tre fattorizzazioni, si vede che il massimo comune divisore &
x(x—1)

(x e z — 1 sono gli unici fattori comuni, e sono presi con il minimo esponente con cui
compaiono nelle tre fattorizzazioni). La risposta esatta quindi ¢ la E.

Lo studente che ha difficolta a comprendere il precedente ragionamento, faccia il parallelo 1
con il procedimento che seguirebbe per cercare il massimo comune divisore fra tre numeri
interi, es. 24,21,81 (scomposizione in fattori primi, ecc.). Cid che si fa con i polinomi &
perfettamente analogo.

Fattorizzazione di polinomi, concetto di massimo comune divisore. \I‘




20 CAPITOLO 2

20. Sia m un parametro reale. Se il resto della divisione del polinomio
22% —ma® +a2? -7

per il binomio
z+2

¢ 5, allora

A. occorre che sia m = —3

B. occorre che sia m = 3

C. non esiste nessun m per cui cio sia possibile
D. m puo assumere qualunque valore
E

. occorre che sia m = 0

Algebra; polinomi.

Per definizione di quoziente e resto nella divisione di polinomi, il testo della domanda
significa
20t —mat + 22 - 7T=(2+2)Q(2) +5

dove @ (x) @& il polinomio quoziente, che avra grado 3. (Parallelo con la divisione tra
numeri interi: ad es., il resto della divisione di 37 per 9 e 1, il che significa 37 =9 x4+ 1
dove 4 ¢ il quoziente.) Se nell'identita precedente poniamo & = —2, otteniamo

324+8m+4—-7=0+5
equazione di primo grado in m la cui soluzione &
m= -3

La risposta esatta ¢ quindi la A.

Lo studente che volesse avere una riprova di non avere shagliato i calcoli, puo ora eseguire

la divisione
(22" +32° +2° = 7) : (z+2)

trovando quoziente Q (z) = 223 — 22 + 3z — 6 e resto 5.

Definizione di quoziente e resto nella divisione tra polinomi.




ALGEBRA 21

21. L’equazione algebrica
az* + bz’ +¢c=0

cona>0,brealeec<0

A. non ammette radici reali

B. ammette un’unica radice reale
C. ammette due radici reali

D. ammette tre radici reali
E

. ammette quattro radici reali

Algebra; equazioni algebriche. RO

Ricordiamo che un’equazione algebrica di quarto grado a coefficienti reali puo avere da 0 &
a 4 soluzioni reali: senza qualche calcolo o considerazione su questa specifica equazione,
quindi, non e possibile scegliere una risposta tra quelle proposte. Questa equazione di
quarto grado e biquadratica, cioe riconducibile a un’equazione di secondo grado tramite
l'introduzione dell’incognita ausiliaria ¢ = z

at> +bt+c¢=0

Tale equazione in ¢ ha discriminante A = b? — 4ac > 0 perché si sa che a > 0 e ¢ < 0,
quindi essa ha due radici reali distinte, ¢; e t5. Che segno hanno tali radici? Se b = 0 le
radici hanno segni opposti perché t1 5 = +1/—c/a. Se b # 0, applichiamo la “Regola di
Cartesio”:

“L’equazione at® + bt + ¢ = 0 (a, b, c non nulli, A > 0) ha tante radici positive
(negative) quante sono le variazioni (permanenze) di segno dei coefficienti”

Essendo @ > 0 e ¢ < 0, la nostra equazione presenta una permanenza e una variazione,
quindi le due radici hanno sempre segni opposti, diciamo t; > 0 e t5 < 0.

Tornando all'incognita x, dobbiamo infine determinare gli x per cui ¢ 22 = t; o 2% =
ty. Ora, l'equazione 2 = t; ha due soluzioni reali e distinte (perché ¢; > 0), mentre
I'equazione x? = ¢, non ha soluzioni reali (perché ¢, < 0). Di conseguenza la risposta
esatta e la C.

Formula risolutiva dell’equazione di secondo grado; equazioni biquadratiche; regola di \I‘
Cartesio; radice quadrata di un numero reale.
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22.

CAPITOLO 2

Sia K un parametro reale. Allora la seguente equazione nell’incognita reale x
-~ (K-2)z+K—-1=0

ha soluzioni opposte

A. per ogni valore di K

B.solose (K —2)> —4(K —2)=0

C.per K =1

D. per K =2

E. per nessun valore di K

Algebra; equazioni algebriche con parametro.

Chiediamoci quando un’equazione di secondo grado az? +bx +c = 0 ha soluzioni opposte.
Ricordiamo che la somma delle radici dell’equazione ¢ —b/a; le radici sono opposte se e
solo se la loro somma & zero, ossia se e solo se b = 0.

(Alla stessa conclusione si pud arrivare scrivendo la formula risolutiva

—b+ V0% — 4ac

T12 =
2a

e imponendo che z; = —x5.)
Imponiamo dunque la condizione b = 0 alla nostra equazione e otteniamo

K—-2=0, ossia K =2

Sembrerebbe quindi di dover concludere che la risposta esatta sia la D. Tuttavia, per
K = 2 l'equazione diventa

?24+1=0
che in effetti non ha alcuna soluzione reale! Il ragionamento precedente non e errato: le
soluzioni dell’equazione 22 + 1 = 0 sono =i, con 7 unitd immaginaria, e sono effettiva-
mente opposte tra loro; tuttavia non sono reali. Poiché la domanda parlava di equazione
nell’incognita reale x, la risposta esatta e la E.

In generale, dovendo rispondere a una domanda sul numero di soluzioni di un’equazione, ¢
fondamentale tenere ben presente qual é ["insieme numerico in cui si cercano tali soluzioni.

Risoluzione delle equazioni algebriche di secondo grado, relazioni tra le radici e i coeffi-
cienti dell’equazione.




ALGEBRA 23

23. L’equazione nell’incognita razionale x
(42% — 25) (*+9) =0
. non ammette soluzioni
. ammette tre soluzioni distinte
. ammette due soluzioni distinte

. ammette cinque soluzioni

0 9 a W =

. non si puo risolvere, perché ¢ di quinto grado

Algebra; equazioni algebriche. @@

Poiché il prodotto (422 — 25) (z* 4 9) si annulla se e solo se si annulla uno dei suoi fattori &€
(“Legge di annullamento di un prodotto”), I'equazione ¢ soddisfatta se

Tt =—, cioe 1 =+—
2
0 se
: RN 3
23 = -9, cioe z=-v9

Poiché i numeri + 5/2 sono razionali (quozienti fra numeri interi), mentre il numero —+/9
¢ irrazionale, ’equazione ha due soluzioni razionali distinte. Quindi la risposta esatta &
la C.

Per affermare che /9 (e quindi il suo opposto) ¢ irrazionale, lo studente puo ricordare il

seguente fatto generale:

“La radice n-esima di un numero intero (con n > 2) ¢ un numero intero oppure
€ un numero irrazionale”

Poiché 23 = 8 < 9 ¢ 3% = 27 > 9, non esiste alcun numero intero il cui cubo sia 9, dunque
v/9 non ¢ intero, e percid & irrazionale.

In questo quesito & importante la precisazione (sottolineata nel testo!) che le soluzioni si =1
cercano nell’insieme dei numeri razionali. Chi non avesse notato questa precisazione (ma
avesse fatto comunque dei calcoli esatti), avrebbe scelto la risposta B, errata. Come gia
osservato nel quesito n°® 22, dovendo rispondere a una domanda sul numero di soluzioni

di un’equazione, ¢ fondamentale tenere ben presente qual ¢ I'insieme numerico in cui si
cercano tali soluzioni.
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CAPITOLO 2

Legge di annullamento di un prodotto; radicali; razionalita o irrazionalita della radice
n-esima di un intero.

24. 1l seguente sistema nelle incognite reali z ed y

a:3—y3=1
w=g=1

ammette

A. due soluzioni

B. nessuna soluzione
C. una soluzione

D. quattro soluzioni

E. piu di quattro soluzioni

Algebra; sistemi di equazioni.

Usando il prodotto notevole 2% — y* = (z — y) (22 + 2y + y?), riscriviamo il sistema come

{ (r—y) (@2 +ay+y?) =1

equivalente a
22ray+yt=1
r—y=1

e quindi, ricavando y = x — 1 dalla seconda equazione e sostituendo nella prima, troviamo
I’equazione di secondo grado in z

P rzc—1)+(@x-1)>=1, ciodt 32> —3r=0

che da z = 0, z = 1. Risostituendo nell’equazione y = = — 1 abbiamo le soluzioni del

sistema
r=0 o z=1
y=—1 y=0

La risposta esatta quindi e la A.




ALGEBRA 25

Si ricordi che una soluzione di un sistema di equazioni in due incognite z ed y € una
coppia (ordinata) di valori che, attribuiti rispettivamente alle incognite, rendono ciascu-
na equazione del sistema un’identita. Lo studente che non avesse avuto ben chiara in
mente questa definizione, avrebbe potuto indicare erroneamente come giusta la risposta
D anziche la A.

Risoluzione dei sistemi di due equazioni in due incognite, prodotti notevoli.

25.

Indicare quante coppie ordinate (m, n) di interi positivi m ed n verificano la condizione

(m+n)® = (m —n)* + 64

A. Nessuna
B. Cinque
C. Sei

D. Dieci

E. Infinite

Algebra; equazioni algebriche.

Sviluppando i quadrati e semplificando, riscriviamo I'uguaglianza di partenza nella forma
2mn = —2mn + 64

ossia
mn = 16

Chiediamoci ora quante sono le coppie (m,n) di interi positivi il cui prodotto ¢ 16. Si
elencano facilmente:

(1,16), (2,8), (4,4), (8,2), (16,1)

La risposta esatta quindi ¢ la B.

=1

&



CAPITOLO 2

E fondamentale la precisazione (contenuta nella domanda) che m ed n siano interi positivi:
le soluzioni reali x ed y dell’equazione xy = 16 sono ovviamente infinite!

Calcolo letterale; calcolo con gli interi.

Indicare quante coppie ordinate (z,y) di numeri reali positivi z ed y verificano la
condizione
r+y=2ay

A. Nessuna

B. Una sola

C. Un numero pari di coppie
D. Infinite

E. Il problema non ha soluzione

Algebra; equazioni.

26
1=
NP
26.
@
£

Un’equazione in due incognite reali & in generale indeterminata (cioe ha infinite soluzioni);
occorre pero capire come la restrizione > 0, y > 0, richiesta nella domanda, condiziona
il problema. Ricaviamo allora y in funzione di x

ylz—1) ==

e quindi (non potendo essere = 1, perché in tal caso I'equazione da y x 0 = 0 = «z,
assurdo)

Allora y > 0 se e solo se > 0, il che ¢ vero per z < 0 (da scartare) oppure x > 1

T —

x
(accettabile). Percio la coppia di numeri positivi (z,y) = (x, soddisfa ’equazione
T —

di partenza per ogni x > 1. La risposta esatta ¢ quindi la D: le soluzioni sono infinite.
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Per capire come una restrizione sui valori delle incognite possa condizionare il numero di 1
soluzioni dell’equazione, si noti che se fosse stato richiesto x < 0 ey < 0 al postodi z > 0

e y > 0, allora evidentemente non ci sarebbe stata nessuna soluzione in quanto x +y < 0
exy > 0.

Tecniche di base per la risoluzione di equazioni e disequazioni algebriche. \I‘

27. Due numeri reali z ed y verificano le condizioni
T >y ® zy >0

Si puo allora concludere che

A.l<1
T

<

Bl — >

]|~
< | =

C. 22 > ¢?

D.z>0 e y>0

E.x2>0 o y>0

Algebra; sistemi di disequazioni. RO

La condizione zy > 0 significa che = ed y hanno lo stesso segno. Distinguiamo i due casi. &

. . 1 1 )
Se x e y sono positivi, z > y equivale a — < — (come afferma la A); se invece x e y sono
r oy
negativi, x > y equivale a

1< =

SRS

e quindi a

< | =
S

che ¢ ancora la A. Quindi la A ¢& vera.
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Le risposte sbagliate riflettono altrettanti errori di calcolo. Cosi, la C riproduce Ierrore
frequente secondo cui da x > y segue sempre z% > y?, il che ¢ vero se y (e quindi z) &
positivo, ma in generale e falso se y € negativo (nella domanda si intende che x e y siano
generici numeri reali: leggere attentamente il testo!). Ad es., si pensi a 3 > —4 (9 > 16
e falso) oppure a —2 > —3 (4 > 9 ¢ falso). Lo studente si convinca attraverso semplici
controesempi che anche B, D ed E sono errate.

Tecniche di base per la risoluzione di disequazioni algebriche.

28.

Il polinomio
23+ 32 — 4u

¢ divisibile per
A x+2
B.x—4
C.z+4

D. z3

E.rz+1

Algebra; polinomi.

Scomponiamo il polinomio in fattori di primo grado
ZE3+3;C2—41'::E(1'2+3.’L'—4) =z(z—-1)(x+4)

Percio la risposta esatta ¢ la C.

Notiamo che, dopo aver raccolto la z, il trinomio 22 + 3z — 4 & stato decomposto “a
occhio”, data la semplicita dei coefficienti; volendo procedere piu sistematicamente, si
osservi che

1. la somma dei coefficienti ¢ zero, quindi z = 1 ¢ una radice del trinomio (questa ¢ una
proprieta generale: sostituendo z = 1 in ax? + bz + ¢ = 0 si trova a + b + ¢ = 0), quindi
(teorema di Ruffini) il trinomio & divisibile per x — 1, e a questo punto lo si scompone;



ALGEBRA 29

2. oppure, in alternativa, si pud risolvere 'equazione di secondo grado 2%+ 3z —4 =0 e,
trovate le due soluzioni = 1 e x = —4, ancora per il teorema di Ruffini decomporre il
trinomio.

Due altri possibili strade per la risoluzione sono le seguenti.

1. Eseguire direttamente la divisione del polinomio dato per ciascuno di quelli proposti
nelle varie risposte; la risposta esatta e I'unica per la quale il resto della divisione ¢ zero.
Questo metodo perd e sconsigliabile perché puo richiedere di dover fare fino a quattro
divisioni prima di riuscire a trovare la risposta giusta.

2. Usare la seguente proprieta dei polinomi:

“un polinomio ¢ divisibile per il binomio x — a se e solo se x = a ¢ una sua

radice”
Questo metodo & molto veloce. Ad esempio, la risposta A risulta sbagliata perché x = —2
non ¢ radice del polinomio (sostituendo x = —2, si trova —8+12+8 = 12 # 0), mentre la
risposta C & giusta perché x = —4 ¢ una radice (sostituendo, si trova —64 +48 + 16 = 0).

Scomposizione di un polinomio e teorema di Ruffini; trinomio di secondo grado.

29.

L’equazione nell’incognita reale x

A. non ha soluzioni

B. ha due soluzioni

C. ha l'unica soluzione x = 3

D. ha un’unica soluzione la quale ¢ diversa da 3

E. ha piu di due soluzioni

Algebra; equazioni razionali fratte.

=1

L



30

CAPITOLO 2

Riscriviamo ’equazione come
x(x—3)
3—ux
Ora: se x = 3, 'equazione perde significato; se invece z # 3, si puo semplificare per x — 3,
ottenendo il valore x = 2, che ¢ una soluzione accettabile. Quindi ’equazione ha un’unica
soluzione, r = 2.

Leggendo a questo punto le affermazioni contenute nelle risposte, si vede che I'unica vera
¢ la D (anche se questa non dice quale sia la soluzione).

La risposta B puo trarre in inganno chi, per risolvere ’equazione, ne moltiplica ambo i
membri per 3 — x, ottenendo (dopo semplici calcoli) 'equazione di secondo grado

22 =5z +6=0

che ha le radici x = 2 e x = 3. Ma ora bisogna osservare che le soluzioni non sono
entrambe accettabili, perché per x = 3 I'equazione di partenza non ha senso, e quindi la
risposta esatta e la D e non la B.

Risoluzione di equazioni razionali fratte.

30.

Sia K un parametro reale. Allora I’equazione nell’incognita reale x
P+ (K+2)z+K*=0

non ha soluzioni

A. per un unico valore di K

B. per due soli valori di K

C. per ogni valore negativo di K

D. per nessun valore di K

E. per infiniti valori di K

Algebra; equazioni algebriche con parametro.
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Per ogni valore di K, I'equazione ¢ di secondo grado in x (perché il coefficiente di 22 & 1).
Percio 'equazione non ha soluzioni reali se e solo se il suo discriminante ¢ negativo, ossia

(K +2)* —4K? <0
Riscrivendo questa disequazione nella forma
3K? —4K —4>0

si vede subito che essa ha infinite soluzioni, perché il coefficiente di K? e il termine
noto sono discordi, quindi il discriminante & positivo, e la disequazione & soddisfatta per
tutti i valori K di un certo intervallo, che non ci interessa determinare esplicitamente.
Concludendo, per infiniti valori di K l’equazione in x non ha soluzioni reali. Quindi la
risposta esatta e la E.

Risoluzione di equazioni e disequazioni algebriche di secondo grado.

31. L’equazione nell’incognita reale x
243z —3|=13—=z
A. ha un’unica soluzione
B. non ha soluzioni
C. ha due soluzioni positive
D. ha due soluzioni di segno opposto

E. ha infinite soluzioni

Algebra; equazioni con termini in valore assoluto.

Risolviamo 'equazione discutendo il modulo.
Se x > 3 'equazione si riscrive come
243(x—3) = 13—2
4r = 20
r = 5 accettabile
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Se & < 3 I'equazione si riscrive come

24+33—-12) = 13—2
20 = =2

r = —1 accettabile

Quindi 'equazione ha due soluzioni, di segno opposto, e la risposta esatta e la D.

Risoluzione di equazioni contenenti valori assoluti, con discussione del modulo.

32. Siano a e b due numeri reali tali che a < 3 e b < 0. Allora
A.ab < 3b
B. ab > 3b
C. ab > 3b
D. ab < 3b
E

.ab>0

Algebra; disuguaglianze.

Per sfruttare le note regole sulle disuguaglianze, occorre distinguere il caso b < 0 dal caso
b=0.

Se b < 0, dalla relazione a < 3 segue ab > 3.

(Ricordiamo che: “moltiplicando ambo i membri di una disuguaglianza per una stessa
quantita negativa, si ottiene una disuguaglianza equivalente pur di cambiare il verso della
disuguaglianza”.)

Se b =0, si ha ab = 0.

In entrambi i casi la risposta B ¢ vera: infatti se b < 0, allora ab > 3b e in particolare
ab > 3b ¢ vera, mentre se b = 0 la relazione ab > 3b significa ab > 0, che e vera perché in
questo caso ab = 0. Quindi la risposta esatta e la B.
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Se x & un numero, affermare che 2 > 0 significa dire che 2 ¢ un numero positivo (x > 0) =1
oppure nullo (z = 0). Quindi, se ¢ vera la disuguaglianza “stretta” = > 0, ¢ vera anche
la disuguaglianza “debole” 2 > 0 (ad es., 2 > 0 ¢ vera), ma non viceversa.

Proprieta delle disuguaglianze.

33. Se z ¢ un numero reale negativo, allora

A zl|z| >0

B. X >0
||

C.z+|z| >0

D.x—|z| <0

E. —z|z| <0
Algebra; valore assoluto di un numero. @@
Se x < 0, allora |z| = —z. Di conseguenza &
A z)z] =2 (—z) = —2* < 0 falso;
B. i:i:—1<0falso;
|z  —x
C.z+|z| =24 (—z) =0 falso;
D.x—|z| =2 — (—x) = 22 < 0 vero;
E. —z|z| = =z (—2) = 2 > 0 falso.

La risposta esatta quindi e la D.

Definizione di valore assoluto di un numero.
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34. Dire per quali valori di z ¢ verificata la disequazione

x+2>
r+1 =

1

A. Per qualunque z reale

B. Per qualunque z reale, diverso da —1

C. Per x maggiore di —1

D. Per  maggiore di —1 oppure minore o uguale di —2

E. Per  minore o uguale di —2

Algebra; disequazioni razionali fratte.

Imponiamo = # —1 e portiamo tutto a primo membro facendo denominatore comune

x+27:x71>
x4+ 1 -

0

ossia
1

>
z+1
verificata per © > —1. La soluzione esatta ¢ la C.

Tecniche di base per la risoluzione di disequazioni razionali fratte.
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35. La soluzione dell’equazione
;81
3

10

>
[N}
X
w
S|~

@

2o

+
sl=

e
w
X
w
sl

sl=

Algebra; radicali.

Risolviamo

5/ 81 5/ 3% 5/33 %3 3/ 3
Tr = _— = —_— = =3 X —
10 10 10 10

La risposta esatta e la E.

Proprieta di potenze e radicali.
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36. La disequazione
(z—1)(z—-2)(z—3)>0

¢ verificata se e solo se

A z>1

x> 3

.1 <x <2 oppure z > 3

.x <1 oppure z > 3

H O aQ @

. x e diverso da 1, da 2 e da 3

@ Algebra; disequazioni algebriche.

LS Il primo membro ¢ un prodotto di tre fattori, il cui segno si studia con la regola dei segni.
Uno schema del tipo

1 2 3
- & + + + (x—1)
— — + + (x—2)
— - s + (x —3)
— e + e — e + (x —1)(z —2)(z—3)

ci dice che la disequazione e soddisfatta per 1 < x < 2 oppure per > 3. Quindi la
risposta esatta e la C.

\I‘ Risoluzione di disequazioni algebriche; regola dei segni.
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37. La disequazione

¢ verificata se e solo se
A.z>0

B.z>1

C.z < —1 oppure z > 1
D. x <0 oppure x > 1

E. x & un numero reale qualunque

Algebra; disequazioni algebriche.

Riscriviamo la disuguaglianza
P B

z° (I—2x)

0

<
< 0

Ora e sufficiente studiare il segno del prodotto con la regola dei segni. Lo schema seguente

0 1
- o + + (x3)
+ ° — (1—2)
— e 4+ e - 23(1 —x)

mostra che la disequazione ¢ verificata se < 0 oppure per « > 1. La risposta esatta
quindi ¢ la D.

Risoluzione di disequazioni algebriche; regola dei segni.
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Capitolo 3

Funzioni

Posto

a=0,21 b=

| —

= log, 5

si ha

Ale<a<d
B.a<b<e
C.c<b<a
D.b<a<c

E.a<e<b

Funzioni; logaritmi; confronti numerici. @

Poiché b = 1/5 = 0,2 si vede subito che b < a. Questo gia esclude le risposte A, B, E. &
Chiediamoci allora se & vero che ¢ < b. In caso affermativo, la risposta esatta & la C,
altrimenti per esclusione ¢ la D. Ora, ¢ < b equivale a

! < ! i 5 < logy, 5
- ossia 0
log,5 5’ 52

che ¢ falsa, perché I'esponente da mettere a 2 per avere 5 ¢ compreso, ad es., tra 2 e 3
(22 =4 < 5; 22 =8 > 5), quindi log, 5 < 3. Pertanto la risposta esatta dev’essere la D.

Definizione di logaritmo, proprieta delle disuguaglianze. ‘I‘

39
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40

39.

CAPITOLO 3
Quale delle seguenti espressioni ¢ uguale a log (1 — #2) per ogni numero reale x tale
che 0 <z <17
A. —log 2?

log 1
" log 22

C. 2log (1 — )
D. log (1 — z) +1log (1 + z)

E. log (1 —2) x log (1 + x)

Funzioni; logaritma.

Ricordiamo anzitutto la proprieta del logaritmo di un prodotto (valida pera > 0e b > 0,
perché hanno senso solo i logaritmi di numeri positivi)

log (ab) = loga + logb
Allora
log (1 —2%) =log[(1 — ) (1+z)] =log (1 —z) +log (1 + )
e quindi la D ¢ la risposta esatta.

Notiamo che la condizione 0 < x < 1 garantisce che si abbia 1 —2x > 0e 1+ 2z > 0, per
cui tutte le espressioni scritte hanno senso, e vale la precedente catena di uguaglianze.

Si ricordi che non esiste nessuna proprieta per il logaritmo di una somma o di una dif-
ferenza, cioe per log (a +b). Le risposte sbagliate indicano alcuni dei possibili errori di
calcolo originati da questa falsa (ma diffusa!) convinzione.

Proprieta dei logaritmi.
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40. Sia
) = 210g2 T+logy /5 3
Allora
A.a=14
1

B.a=7+-

a aF 3

7

C.a=-

“=3
D.a=21
E.a=-21
Funzioni; logaritmi. @

Per una proprieta delle potenze si ha
210g2 T+logy /93 _ 2log2 7 % 210g1/2 3
Per definizione di logaritmo,
210g2 7 — 7
mentre per le proprieta dei logaritmi

log, 3

1
——=— = —]og, 3 = log, =
log, (1/2) %277 823

1Og1/2 3=

e quindi

21051/23 — 2108?2(1/3) — 1

In definitiva,
q = 210827 y glogyp3 Z

Quindi la risposta esatta ¢ la C.

Definizione e proprieta dei logaritmi (in particolare, proprieta del cambiamento di base); \I‘
proprieta delle potenze.
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41. Quante delle seguenti uguaglianze sono verificate per ogni numero reale a > 0, a # 1,

a#1/2?
1 = 1 : I 1 =-2
08¢ O = 2 ; Og\/aaa —1
(log, a?) (log,2 a) = 1 ; log, = ==
2 2
A. Nessuna
B. Una
C. Due
D. Tre
E. Tutte

Funzioni; logaritma.

Esaminiamo le quattro uguaglianze una per una. Si suppone sempre a > 0, a # 1/2,
a # 1 (ossia: a ¢ una base ammissibile per i logaritmi indicati nel testo).

Per definizione di logaritmo,
_1 ~ 2 _
log,, a = 5 equivale a  (2a)'" =a

che ovviamente in generale ¢ falsa (essendo verificata solo per a = 2). Analogamente,

1

1 _
IOg‘/EE = -2 equivalea (v/a) - o

che invece ¢ vera. Per la terza uguaglianza, osserviamo che per le proprieta dei logaritmi

log, a* =2
e
o log,a 1
a = = —
Ba? log,a®> 2
quindi

(log, a*) (log,z a) =1
¢ vera. Infine,
2 _ 9
2
che in generale & falsa. Quindi, delle quattro identita proposte, due sono vere e due false;

la risposta esatta ¢ percio la C.

1
loga% = — equivalea a
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Definizione e proprieta dei logaritmi; proprieta delle potenze.

42. Indicato con z un angolo la cui misura in radianti puo variare tra 0 e 27, I'equazione
sinx + cosz = 0
ammette
A. quattro soluzioni
B. due soluzioni
C. una soluzione
D. otto soluzioni

E. nessuna soluzione

Funzioni; equazioni trigonometriche.

L’equazione ¢ equivalente a
sinx = —cosx

che, per angoli z al primo giro (cioe tra 0 rad e 27 rad), ha le due soluzioni x = 37/4 e
x ="Tm/4.

Per rendersene conto, basta pensare alla circonferenza trigonometrica (v. figura) e al
significato di seno come ordinata (= OB) e di coseno come ascissa (= OA) del punto
P mobile su tale circonferenza. Allora, gli angoli che soddisfano sinz = — cosx sono
quelli delle bisettrici del secondo e del quarto quadrante, che sono le uniche semirette che
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individuano i punti P aventi ascissa e ordinata opposte. Quindi la risposta esatta e la B.

Definizione delle funzioni trigonometriche sinx e cosx, circonferenza trigonometrica.

43. Tutte le soluzioni reali dell’equazione

T
tan 2x = —tang

sono date da (k = 0,£1,£2,...)

Vis T
Az="4kT
T=5 TR

B.x:—%—i—kw
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Funzioni; equazioni trigonometriche. @

Poiché la funzione tan x & dispari (cioe tan (—z) = — tan z) e 7-periodica (cio¢ tan (z + k) €
=tanx per k = 0,+1,42,...), Pequazione equivale a

tan 2z = tan (—E)
3

e quindi a
s
20 =——+km
3
. T T . TR
ossia x = ~5 + k§ La risposta esatta quindi ¢ la D.

Probabilmente alcuni (o molti) studenti possono aver ragionato cosi: tan(m/3) = /3 (¢ =21
un valore notevole), e I'equazione elementare tan 2z = —/3 ha soluzioni 2x = 27/3 + k7
perché la tangente di 27/3 (cioe 120°) & appunto opposta della tangente di 7/3 (cioe
60°). Quindi le soluzioni risultano x = 7/3 + k7 /2; ma questa espressione non c’¢ fra le
cinque risposte!

(In realta essa c’e: dev’essere la D, come sappiamo dal precedente svolgimento.)

In una situazione del genere lo studente, se sicuro dei propri conti, deve poter trasformare
il proprio risultato in uno di quelli proposti. Cio si fa provando a calcolare quanto fa

g + g: in particolare si trova che g — g = 7%’ il che significa
™ T om W ™ ™ T
-y = _Z NS =_Z4po
T 3+k2 3 2+(k:+)2 6+h2

dove h =k + 1 ¢ un arbitrario intero relativo (essendo arbitrario k). Si perviene cosi alla
D.

Proprieta della funzione tanx. \T’
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44.

L’espressione
72+log7 T

¢ uguale a
A Tx

B. 491log;
C.7+z
D. 49z

E. 49 4 log,

Funzioni; logaritma.

CAPITOLO 3

Per le proprieta delle potenze e la definizione di logaritmo si ha

72+log7z _ 72 % 7log7z — 49y

La risposta esatta ¢ la D.

Definizione di logaritmo; proprieta delle potenze.
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45. L’equazione
logy, (4z) + logy (97) = 2

¢ verificata per

100
A x=—
T3
2
B.z= —0
13
100
C.r=—
TS
10
D.z=—
7%
10
E.x=+—
TTEG
Funzioni; equazioni logaritmiche. @

L’equazione ha senso purché z > 0, ed in tal caso si riscrive (per le proprieta dei logaritmi) &
come
log, [(493) (91)] =2

Passando agli esponenziali in base 10 si ha
362° = 107
e passando alle radici quadrate (ricordiamo che x > 0)
6z = 10 da cui T =—

Quindi la risposta esatta ¢ la D.

Tra le risposte sbagliate, tutte dovute a errori di calcolo, ¢ insidiosa la E perché risolvendo <1
I'equazione 3622 = 10 si ha x = +10/6: bisogna ricordarsi, perd, che la radice negativa
va scartata per la condizione di esistenza x > 0 nell’equazione di partenza.

Proprieta dei logaritmi; risoluzione di equazioni logaritmiche. \I‘
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46. In figura e riportata una parte del grafico di una delle seguenti funzioni. Quale?

A. y=sinzcosx

B. y =sin2z
C.y=sinx
D. y =cos2z
1
E. y = —si
y=sinz

Funzioni; funzioni trigonometriche.

Ispezionando il grafico, si osserva che —5 < x < 5 e che i corrispondenti valori della
funzione oscillano tra —0,5 e 0,5. Quindi

la funzione B ¢ da scartare perché, ad es., sin2x = 1 per v = 7/4 ~ 0, 75;
la funzione C ¢ da scartare perché, ad es., sinz = 1 per z = 7/2 ~ 1,57,
la funzione D ¢ da scartare perché, ad es., cos2x = 1 per x = 0.

La figura mostra anche che la funzione ha un grafico di tipo sinusoidale il cui periodo non
¢ 2m. Quindi

la funzione E ¢ da scartare perché ha periodo 27.

Percio tutte le funzioni vanno escluse tranne la A, e la risposta esatta & A.

Grafici di funzioni di tipo sinusoidale; periodicita.
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47. Si consideri la seguente equazione per i valori reali della variabile z
gBa—1)/3 _ 4(3a+1)/2
L’equazione data ha
A. una soluzione
B. due soluzioni
C. infinite soluzioni
D. nessuna soluzione

E. quattro soluzioni

Funzioni; equazioni esponenziali.

49

Esprimiamo ambo i membri come potenze di 2, e poi uguagliamo gli esponenti

93 Bz=1)/3  _ 92 (3z+1)/2
( ) 93a—1  _ 53121

3r—1 = 3z+1 impossibile

Quindi la risposta esatta e la D.

Proprieta delle potenze; risoluzione di equazioni esponenziali.
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48. 11 minimo periodo della funzione

Y = Cos” &

D. 4n

E. .«

Funzioni; funzioni trigonometriche.

Partiamo dalla nota proprieta che la funzione trigonometrica fondamentale cos z & perio-
dica con periodo 27, cioe cos (x + 27) = cosz. Elevando questa identita al quadrato, si
ha

cos® (x + 27) = cos’ x

e quindi vediamo che la funzione cos? z & certamente periodica con periodo 2. Il valore

27 & riportato nella risposta C, ma (attenzione!) la domanda chiede il periodo minimo di
cos? z. Sitratta allora di controllare se i numeri riportati nelle altre risposte corrispondono
a periodi piu piccoli di 2. Esaminiamoli ad uno ad uno.

A, B, D. E 72 ~ 9, (27r)2 ~ 36, 47 ~ 12, quindi le risposte A, B, D sono da scartare
perché (anche ammesso che esse forniscano dei periodi di cos? z, cosa comunque non vera)
i numeri che riportano sono maggiori di 27 ~ 6.

E. Si ha cos (z 4+ m) = — cosz (angoli che differiscono di 7 hanno coseni opposti), quindi
elevando al quadrato

cos? (x4 ) = (— cosz)” = cos’ x
e 7 risulta effettivamente un periodo per la funzione cos? z. La risposta esatta ¢ dunque
la E.

Per rispondere al quesito non ¢ stato necessario dimostrare che 7 ¢ il minimo periodo della
funzione cos? z, ma ¢ bastato scoprire quale fra i numeri riportati nelle cinque risposte
¢ il periodo piu piccolo. Comunque, una possibile dimostrazione di tale proprieta ¢ la
seguente. Scriviamo (formula di duplicazione)

cos’x = = (14 cos 2z)

DO | —
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Allora i periodi di cos?z e di cos 2z coincidono, e dal fatto (noto) che il minimo periodo
della funzione cosz ¢ 27, segue che il minimo periodo di cos 2z, e quindi di cos®z, & 7

cos 2z = cos (22 + 27) = cos2 (x + )

Definizione di periodo delle funzioni trigonometriche; calcolo di periodi.

49. La disequazione
log, (. — 1) —log, (3 —x) < 2

¢ verificata per

)
A =
Z‘<2

B.l<x<3
C.2<x<3
Dl1<z<?2

E. x < 2 oppure x > 3

Funzioni; disequazioni logaritmiche.

Le espressioni scritte hanno senso purché gli argomenti dei logaritmi siano positivi, quindi &
imponiamo subito le condizioni > 1 e x < 3, ossia: 1 < & < 3. Sotto quest’ipotesi si
puo riscrivere la disequazione, usando le proprieta dei logaritmi, nella forma equivalente

r—1
It —_— 2
o (220) <

e quindi, passando agli esponenziali in base 2,

r—1
3—=x

<22
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Poiché 3 — x > 0, questa e equivalente a

zr—1 < 4(3—=x)

Sr < 13
- 13

z i
5

che, confrontata con le condizioni di esistenza 1 < x < 3, restringe le soluzioni a 1 < x <
13/5.

Ma questo intervallo di soluzioni non c’e, tra le risposte proposte! Tuttavia, la D ¢ 'unica
ad offrire un intervallo contenuto in quello delle soluzioni. In altre parole: & vero che se
1 <2 < 2, allora ¢ anche 1 < z < 13/5 e quindi la disequazione ¢ verificata. (Anche se
non & vero che la disequazione sia verificata solo se 1 < z < 2). Viceversa, tutte le altre
risposte propongono condizioni che non implicano che sia 1 < & < 13/5, e quindi non
implicano che la disequazione sia verificata. Pertanto la risposta esatta ¢ la D.

Risoluzione di disequazioni logaritmiche; implicazioni tra condizions.

La disequazione
3t _3gl=r > 8

¢ verificata per

Ax>1

B.z < —é oppure x > 3
C. w=2%

D.-1<z<1

E. z > logy 8

Funzioni; disequazioni esponenziali.
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Riscriviamo la disequazione nella forma
3
T
3 x 3% — 3= > 8

e quindi, ponendo ¢t = 3" e ricordando che t > 0,

3
3t——- > 8
t

32 -8t -3 > 0

Risolvendo la disequazione di secondo grado in t, si trova
1
t < 3 oppure t>3

Ritornando alla z, si ha
1
3" < —3 impossibile
oppure

3" >3 da cui xr>1

Le soluzioni della disequazione sono quindi x > 1 e la risposta esatta ¢ la A.

53

Risoluzione di disequazioni esponenziali e di disequazioni algebriche di secondo grado.

51.

La disequazione
2 — |logs x| > 0

e verificata per

A.x>0
1
B.:c<§0ppurex>9
C.z=1
D 1< <9
=<z
9

E. |z| > logs 2

Funzioni; disequazioni logaritmiche, disequazioni con termini in valore assoluto.
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Bisogna anzitutto imporre che sia © > 0 (perché abbia senso il logaritmo). Quindi
risolviamo la disequazione cosi:

2 —|loggz| > 0
logs x| < 2
cioe
—2<logyx <2
e, passando all’esponenziale in base 3,
372<a <3
! <r<9
—<x
9
Tali soluzioni sono compatibili con la condizione di esistenza x > 0. Quindi la risposta
esatta e la D.
Risoluzione di disequazioni logaritmiche e di disequazioni contenenti valori assoluti, con
discussione del modulo.
52. Indicato con x un angolo la cui misura in radianti puo variare tra 0 e 2w, ’equazione

2r=1

sinx — cos
ammette
A. quattro soluzioni
B. due soluzioni
C. una soluzione

D. infinite soluzioni

E. nessuna soluzione

Funzioni; equazioni trigonometriche.
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Sfruttando I'dentita fondamentale cos? z = 1—sin® 2, equazione si riscrive come equazione £
di secondo grado in sin x
sin?z4sinz—2=0

Scomponendo il trinomio 2 +¢ — 2 = (t — 1) (t + 2), equazione diventa
(sinz — 1) (sinz+2)=0

che porta a
sine = —2 impossibile

oppure a
sinz =1

che, per x compreso tra 0 e 27, vale se e solo se © = m/2. La soluzione ¢ dunque unica, e
la risposta esatta ¢ la C.

Se uno studente non facesse attenzione alla prima riga del testo, in cui si dice che = varia 1
T
solo tra 0 e 2, troverebbe le infinite soluzioni x = 5 + 2k7, e quindi darebbe la risposta

errata D. Al solito, ¢ fondamentale chiedersi in quale insieme si cercano le soluzioni di
un’equazione.

Risoluzione di equazioni trigonometriche e di equazioni algebriche di secondo grado. \I‘

53. Indicato con z un angolo la cui misura in radianti puo variare tra 0 e 2w, la

disequazione
4sin’z > 1
¢ verificata per
A7r< <57T e77r< <117r
.= — e — —
6 " TTg PPHE g =TS
s
B.x>—
7%
T 117
C.—<zr<—
6-""76
o T
D. == 2
6 <z < 6
UL
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Funzioni; disequazioni trigonometriche.
La disequazione di partenza ¢ equivalente a
1
.2
sin“z > —
4
e quindi a
< 1 . 1
sinz < —— oppure sinz > —
g PP 2
Queste due disequazioni trigonometriche elementari hanno complessivamente per soluzioni,
quando x & compreso tra 0 e 27, le seguenti
T ey 5T T ey 117
—<r<— oppure — <r<—
6 6 PP 6 6
(come si vede da un disegno sulla circonferenza trigonometrica). Quindi la risposta esatta
ela A.
Risoluzione di disequazioni trigonometriche e di disequazioni algebriche di secondo grado;
valori notevoli della funzione sinx.
54. Stabilire per quali valori di x esiste il corrispondente valore di y nella seguente funzione

1—
log;

8

y:

A Per0O<ax<4

B. Per z # 1

C. Per 0 < o < 1 oppure per 1 < x <4
D. Per z > 0

E. Per ogni x reale

Funzioni; logaritmi, radicali.
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Affinché la funzione sia definita occorre che sia &
xr > 0 (per lesistenza del logaritmo);
logsx # 0 (perché non si annulli il denominatore) ossia x # 1;
4—x > 0 (perché il radicando sia non negativo) ossia ¢ < 4

Le condizioni di esistenza si riassumono quindi nelle seguenti
0<o<4 con x#£1

e la risposta esatta ¢ la C.

Condizioni di esistenza per logaritmi, radicali e quozienti.

55. In figura ¢ riportata una parte del grafico di una delle seguenti funzioni. Quale?

A y=27"

B.y=2"

C. y = 2l

D.y=2

E.y= 2%

Funzioni; funzioni esponenziali. @

Il grafico & simmetrico rispetto all’asse y, il che significa che a valori opposti della z &
corrispondono uguali ordinate. Quindi A e B sono da scartare (ad es., 273 # 23).

Per 2 > 0 la funzione del grafico cresce, quindi non puo essere la D (ad es., & 3 < 4 mentre
273 > 271),

Rimangono la C e la E. Per x = 2 la funzione in E vale 22 = 16, e questa ordinata non

& compatibile con quelle del grafico. Quindi la risposta esatta e la C.
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‘I‘ Grafici di funzioni di tipo esponenziale; simmetrie sui grafici.

56. L’espressione
cos (sin x)

con z numero reale

A. ¢ identicamente uguale ad x

B. equivale a sin (cos )

C. & sempre positiva

D. & un modo abbreviato per scrivere (cos z) (sin z)

E. ha senso solo per —1 <z <1

@ Funzioni; funzioni trigonometriche.

> La scrittura cos (sinx) denota il coseno dell’angolo (espresso in radianti!) « = sinz.
Per ogni z reale si ha —1 < sinz < 1; quindi dobbiamo considerare cosa per —1 <
«a < 1. Poiché I'angolo di 1 radiante, sulla circonferenza trigonometrica, si trova nel

(e}

primo quadrante (1 rad corrisponde a —— gradi, cioe a poco meno di 60°), la condizione
T
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—1 < a < 1 implica che a sia un angolo nel primo o quarto quadrante, percio il suo
coseno ¢ sempre positivo. Quindi cos (sinz) > 0 per ogni , e la risposta esatta ¢ la C.

Proprieta delle funzioni sinx e cosx; composizione di funzioni.

57. Se /4 < a < f <, allora si ha
A. cosa > cos 3

.cosa < sin 8

. sina > sin g3

. cosa < cos B

= O a w

.sina < sin 4

Funzioni; funzioni trigonometriche. @

Ragionando sul significato delle funzioni seno e coseno sulla circonferenza trigonometrica, &€
si vede subito che per angoli compresi tra 7/4 rad e 7 rad la funzione coseno ¢ decrescente,
quindi la risposta A & vera.

La risposta D afferma che il coseno ¢ crescente, il che contraddice A, mentre tutte le altre <1
risposte affermano relazioni non necessariamente vere per angoli compresi tra 7/4 e 7.

Misura degli angoli in radianti, definizione e andamento delle funzioni sinx e cosx. \I‘
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Geometria

Se si attraversa un’aiuola rettangolare lungo la diagonale, anziché percorrerne i due
lati, quanto percorso si risparmia al massimo?

A. Non piu del 10%
B. Circa il 30%

C. Circa il 40%

D. 11 50%

E. Piu del 60%

Geometria sintetica piana; rettangoli. @

Siano a, b le lunghezze dei lati del rettangolo; la diagonale & lunga v/a? + b2 (per il teorema &
di Pitagora), mentre se si percorrono i due lati si percorre una lunghezza a + b. Un
momento di riflessione su qualche figura di rettangolo ci convince che il massimo risparmio

si ha nel caso in cui il rettangolo ¢ un quadrato (viceversa, se il rettangolo avesse un lato
molto piu lungo dell’altro, diciamo a > b, la diagonale sarebbe quasi uguale alla somma

dei due lati perché va? + b? ~ a ~ a + b, ed il vantaggio sarebbe minimo). Nel caso del
quadrato, la somma dei due lati vale 2a, la diagonale vale a+/2, il risparmio assoluto di
percorso & 2a — v/2a, ed il risparmio percentuale &

% — /2 29-1.4
Mxmo:%xmo::so%
2a 2

Quindi la risposta esatta e la B.

Il punto chiave per rispondere a questa domanda consiste nel non cercare di fare il calcolo =1

61
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esatto del risparmio percentuale nel caso generico, ma “indovinare” qual e la configu-
razione geometrica in cui tale risparmio percentuale ¢ massimo, e poi fare il calcolo del
risparmio percentuale solo in questa situazione. A sua volta, per indovinare qual ¢ la
situazione migliore, in questo caso la cosa piu facile ¢ indovinare qual ¢ la peggiore (il
rettangolo con un lato zero, che possiamo vedere come caso limite di rettangolo con un
lato lunghissimo e uno cortissimo) e poi considerare la situazione piu lontana possibile
da questa: lati uguali, ossia quadrato. Naturalmente, questo modo di procedere non ha
validita generale.

Diagonale del quadrato, valore approssimato di \/2, ragionamenti su problemi sintetici di
massimo e minimo, significato di “risparmio percentuale”.

59.

Un triangolo rettangolo ha perimetro lungo 12 cm. Allora i suoi due cateti sono lunghi
A.le2cm
B.2e3 cm
C.3e4dcm
D.4eb cm

E.5e 6 cm

Geometria sintetica piana; triangoli rettangoli.

Se a e b sono i cateti, va? + b2 & I'ipotenusa (per il teorema di Pitagora) e a+b++/a? + b>
¢ il perimetro. Basta allora calcolare il perimetro in funzione dei due cateti per ciascuna
delle cinque risposte, e vedere quando si trova 12. Oppure, pitt semplicemente, ci si ricorda
della familiare “terna pitagorica” 3,4,5: poiché 32 +42 =52 ¢ 3 +4 4+ 5 = 12, la risposta
C ¢ esatta.

Teorema di Pitagora, terne pitagoriche.
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60.

Una sola delle seguenti figure geometriche non e convessa. Quale?
A. Poligonale

B. Cerchio

C. Semipiano

D. Segmento

E. Retta

Geometria sintetica piana; convessita. @

Un insieme € convesso quando, presi comunque due suoi punti, tutto il segmento che li &
unisce ¢ contenuto nell’insieme. In base a questa definizione si vede subito che cerchio,
semipiano, segmento e retta sono insiemi convessi. Una poligonale, invece, in generale
non lo ¢, salvo il caso banale in cui sia contenuta in una retta. Quindi la risposta esatta
ela A

Definizione di insieme convesso. \I‘

61.

Fissato nel piano un sistema di assi cartesiani ortogonali Ozy, consideriamo i pun-
ti P(5,0), Q(5,-5), R(0,—5), S(—3,—4) e T(—5,5). Quale delle seguenti terne &
formata da punti appartenenti alla medesima circonferenza che ha centro nell’origine?
A.PQ,R
B.Q,R,T
C.P,R,S
D.Q,S,T

E.P.RT

Geometria analitica piana; circonferenza. @
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La domanda equivale a:

“Quale delle seguenti terne e formata da punti aventi la stessa distanza dall’origine?”

Percid basta calcolare la distanza dall’origine (= /22 + y2, per il teorema di Pitagora)
di clascuno dei punti (x,y); si trova

OP=5 0Q=5V2 OR=5 0S=5 0T =5/2

percio la risposta esatta ¢ la C.

Definizione di circonferenza come luogo geometrico; formula della distanza tra due punti.

62. Quando ¢ possibile che tre punti A, B, C' del piano verifichino la proprieta che la

somma delle distanze di A da B e di A da C sia uguale alla distanza di B da C?
A. Mai

B. Sempre

C. Quando i tre punti sono allineati opportunamente

D. Quando A appartiene all’ellisse di cui B e C sono i fuochi

E. Quando i tre punti sono i vertici di un opportuno triangolo isoscele

Geometria sintetica piana; segmenti.

Tre punti A, B, C' nel piano sono vertici di un triangolo, salvo il caso in cui sono allineati.
Consideriamo prima il caso in cui A, B,C sono vertici di un triangolo (non ridotto a
un segmento, cio¢ i vertici non sono allineati): allora, la somma di due lati qualsiasi ¢
strettamente maggiore del terzo lato (“disuguaglianza triangolare”): dunque AB + AC' >
BC'. Poiché la domanda richiede invece che sia AB + AC' = BC, ne segue che i tre punti
devono essere allineati.

Se B, A, C sono allineati ¢ A ¢ punto medio di BC, effettivamente AB + AC = BC
dunque la risposta esatta e la C.
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Proprieta elementari dei triangoli e delle distanze. \I‘

63. Si considerino un quadrato ) ed un esagono regolare F inscritti nel medesimo cerchio.
Indicati con A(Q) e A(E) le rispettive aree e con P(Q) e P(E) i rispettivi perimetri,
si ha

A. P(E) < P(Q)

B. A(E) > A(Q)

C. A(E) = AQ)
3

D. A(E) = SA@)

E. P(E) = P(Q)

Geometria sintetica piana; cerchio e poligoni inscritti. @

Indichiamo con p (n) e A (n), rispettivamente, il perimetro e larea del poligono regolare &
di n lati inscritti in un cerchio fissato. E noto (e comunque evidente: ci si convinca
facendo qualche figura) che i perimetri p (n) aumentano al crescere di n, approssimando
sempre meglio, per difetto, la lunghezza della circonferenza, e analogamente le aree A (n)
crescono al crescere di n, approssimando sempre meglio, per difetto, 'area del cerchio.
Questo, anzi, € uno dei procedimenti che si possono usare, in geometria elementare, per
definire la lunghezza della circonferenza e 'area del cerchio.

In particolare, allora, si avra

P(E) = p(6)>p(4)=Pr(Q)
A(E) = A(6)> A(4)

=AQ)
Dunque la risposta B ¢ sicuramente corretta, mentre A, C, E sono evidentemente false.

Potrebbe restare il dubbio che sia corretta anche la D (non abbiamo calcolato esplicita- 1
mente le due aree e non ne conosciamo il rapporto), ma a questo punto la D si esclude

per la logica del test: se D fosse corretta ci sarebbero due risposte esatte (D e B), il che
sicuramente non accade. In definitiva, la risposta esatta e la B.
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(Lo studente curioso calcoli esplicitamente — ad esempio, in funzione del raggio r della
3
circonferenza — i numeri A (Q), A(FE), e verifichi che la relazione A(E) = §A(Q) e

effettivamente falsa).

Aree e perimetri dei poligoni inscritti in un cerchio; procedimento di approssimazione con
cui si definiscono la lunghezza della circonferenza e l'area del cerchio.

64.

Fissato nel piano un sistema di riferimento cartesiano ortogonale Oxy, la distanza del
punto di coordinate (2,1) dalla retta di equazione x +y+1=0¢&

A 4

B. V2
C.2

D. 2v/2

E. 1

Geometria analitica piana; distanza tra un punto e una retta.

E sufficiente applicare la formula per la distanza di un punto da una retta: se la retta r
ha equazione
ar+by+c=0

la distanza del punto (xo,yo) da r ¢ data da

_awo + byo + ¢

d

In questo caso
|2+1+1] 4
d=""—~""T=__—_=2V2
VIZ+1Z V2

Quindi la risposta esatta e la D.
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Se capitasse di non ricordare la formula della distanza, il quesito si pud comunque risol- 1
vere cosl: una volta rappresentati nel piano cartesiano la retta « +y + 1 = 0 (ovvero

y = —x — 1) e il punto P(2,1), si tracci la retta che ¢ perpendicolare alla retta data e
passa per P.

P(2,1)
0 /

z+y+1=0

Come si vede, le due rette si intersecano in @ (—1,0) (non occorrono calcoli, basta fare
il disegno su un foglio quadrettato: la retta z +y + 1 = 0 ¢ parallela alla bisettrice del
secondo e quarto quadrante, per cui la sua perpendicolare per P ¢ parallela alla bisettrice
del primo e terzo quadrante e percio passa per Q). Allora la distanza PQ ¢ la diagonale
di un quadrato di lato 2, cioe vale 24/2.

Formula per la distanza di un punto da una retta. \I‘

65. Due circonferenze concentriche hanno diametri rispettivamente uguali a 6 cm e a 2
cm. Qual e I'area della parte di piano compresa tra esse?

A. 47 cm?
B. 87 cm?

C. 107 cm?
D. 167 cm?

E. 327 cm?
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Geometria sintetica piana; corona circolare.
La “parte di piano compresa tra due circonferenze concentriche” si chiama corona circo-
lare, ed ha per area la differenza tra le aree dei due cerchi. Ricordando che l'area di un
cerchio di raggio r vale 712, poiché le due circonferenze, nel nostro caso, hanno raggi pari
a R=3cmer=1cm, area della corona circolare sara uguale a
AR —mr =7 (9—1) = 87 cm?
La risposta esatta quindi e la B.
Formula per il calcolo dell’area del cerchio (e quindi della corona circolare).
66. Nel piano il luogo dei punti equidistanti da due rette distinte assegnate ¢ formato da

A. una o due rette, a seconda della posizione reciproca delle rette date

B. una retta

C. due rette perpendicolari

D. una circonferenza

E. un punto

Geometria sintetica piana; rette.

Due rette distinte nel piano generalmente si incontrano in un punto, salvo il caso parti-

colare in cui sono parallele.

Cominciamo a ragionare sul caso delle rette incidenti, e immaginiamo qual ¢ il luogo
dei punti equidistanti: sara la retta bisettrice dell’angolo formato tra le due. Ma in
realta le due rette hanno due bisettrici diverse, a seconda di quale angolo si prenda in
considerazione, ed una figura mostra che queste due bisettrici sono tra loro perpendicolari.

Ora chiediamoci se lo stesso vale nel caso delle rette parallele: la retta parallela alle due
che giace tra le due ad uguale distanza da entrambe consiste di punti equidistanti alle
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due rette, mentre in questo caso una retta perpendicolare a questa non soddisfa la stessa
proprieta.

La risposta esatta quindi ¢ la A.

Concetto di luogo geometrico; proprieta delle rette nel piano.

67. Siano S l'area di un quadrato ed s 'area del triangolo equilatero costruito sulla sua

diagonale. Allora il rapporto — vale
S

A. 3v2

4
B. -
3

3V3
3
2v/3
3
E. V3

Geometria sintetica piana; poligoni.
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Se a ¢ il lato del quadrato, ¢ S = a? e la sua diagonale vale ay/2 (per il teorema di
3
Pitagora). Il triangolo equilatero di lato ay/2 ha altezza h = (a\/i) X %7 dunque 'area
del triangolo rettangolo e
1 3 3
o= 2 (w) (w32 - Lo
2 2 2
Percio
S__@ _2 2%
s V3 ) V3 3
—a
2
e la risposta esatta ¢ la D.
Area del quadrato e del triangolo; relazioni lato-diagonale nel quadrato e lato-altezza nel
triangolo equilatero.
68.

Il rapporto fra le superfici totali del cubo inscritto e di quello circoscritto ad una
stessa sfera e

A.V3/9
B. v3/3
C.1/3
D.1/V3
E. 2/3

Geometria sintetica dello spazio; sfera e poliedri inscritti e circoscritti.

